On a necessary and sufficient cyclicity condition for a quadrilateral by Sadov, Sergey
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3Ââåäåíèå
Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî, ÷òî
âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì (åãî âåðøèíû
ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè). Óñëîâèå îðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ äëèí
ñòîðîí è äèàãîíàëåé ÷åòûðåõóãîëüíèêà. Îáîçíà÷èì
AB = a, BC = b, CD = c, DA = d, AC = p, BD = q.
Èçâåñòíî êëàññè÷åñêîå óñëîâèå Ïòîëåìåÿ:
C2(a, b, c, d, p, q) =
def
ac + bd− pq = 0. (0.1)
(Áóêâà C  îò àíãëèéñêîãî yli  âïèñàííûé. Èíäåêñ 2 îáîçíà÷àåò
ñòåïåíü îäíîðîäíîñòè ïîëèíîìà.) Íîâîå óñëîâèå çàäàåòñÿ îäíîðîäíûì
ïîëèíîìîì òðåòüåé ñòåïåíè
C3(a, b, c, d, p, q) =
def
abp− bcq + cdp− daq = 0. (0.2)
Ôóíêöèÿ C2 âñåãäà íåîòðèöàòåëüíà. Â îòëè÷èå îò íåå, çíàê óíêöèè C3
îïðåäåëÿåò, ëåæèò ëè òî÷êà D âíóòðè èëè âíå îêðóæíîñòè ABC. Òàêîé
êðèòåðèé ìîæåò áûòü ïîëåçåí â ïðèëîæåíèÿõ.
Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè óñëîâèÿ (0.2), íàéäåííîå àâòîðîì,  íå-
ýëåìåíòàðíî è î÷åíü ãðîìîçäêî. Ìû ïîêàçûâàåì, ÷òî íåêîòîðàÿ ñèñòåìà
ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé íå èìååò ðåøåíèé â îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà-
÷åíèé ïåðåìåííûõ. Ñóùåñòâåííîé ÷àñòüþ äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ ëî-
êàëüíûé àíàëèç ñèñòåìû âáëèçè ãðàíèöû îáëàñòè.
Ïðîâåðêà âñåõ âûêëàäîê íàñòîÿùåé ðàáîòû âðó÷íóþ, áåç èñïîëüçî-
âàíèÿ ñèñòåìû êîìïüþòåðíîé àëãåáðû (ÿ èñïîëüçîâàë Maple), âðÿä ëè
âîçìîæíà. Áîëåå òîãî, âûäåëåíèå âåòâåé ðåøåíèÿ âåäåò ê íåîáõîäèìîñòè
ðàçðåøåíèÿ îñîáåííîñòåé è ìíîãî÷èñëåííûì ñëó÷àÿì è ïîäñëó÷àÿì. Àíà-
ëèç íåêîòîðûõ âûðîæäåííûõ ñëó÷àåâ (ñì. ï. 5.1 è 6.1) åùå òðåáóåò çàâåð-
øåíèÿ è çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ.
Â.Ï. Âàðèí ïðåäëîæèë çíà÷èòåëüíî áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî (ïî-
âèäèìîìó, äîïóñêàþùåå ïðîâåðêó âðó÷íóþ), îñíîâàííîå íà îòêðûòîì èì
çàìå÷àòåëüíîì òîæäåñòâå, ñâÿçûâàþùåì âåëè÷èíû C2 è C3. Â îïðàâäàíèå
ïîäõîäà, èñïîëüçóåìîãî çäåñü, óêàæåì íà åãî óíèâåðñàëüíîñòü (ñäåðæèâà-
åìóþ íåäîñòàòî÷íîé ðàçâèòîñòüþ ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ äëÿ àíàëèçà
îñîáåííîñòåé ìíîãîìåðíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé).
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p = x+ u
q = y + z
t = cos θ
 1. Êðèòåðèé Ïòîëåìåÿ
Òåîðåìà 1. (À) Äëÿ ëþáîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî
ac + bd ≥ pq. (1.1)
(Á) Íåðàâåíñòâî (1.1) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàííûé.
Ñòðîãî ãîâîðÿ, Ïòîëåìåþ ïðèíàäëåæèò ÷àñòü òîãäà óòâåðæäåíèÿ Á.
Ïðèâåäåì ññûëêè íà òðè ýëåìåíòàðíûõ äîêàçàòåëüñòâà, íàéäåííûå â
ëåãêî äîñòóïíîé ëèòåðàòóðå:
1) Äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà íåðàâåíñòâå òðåóãîëüíèêà äëÿ ïåäàëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà è óñëîâèè âûðîæäåíèè ýòîãî òðåóãîëüíèêà â îòðåçîê
ïðÿìîé Ñèìñîíà [3, ãë. 2,  5-6℄.
2) Äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà ïðåîáðàçîâàíèè èíâåðñèè [4℄, çàäà÷à
28.24.
3) Äîêàçàòåëüñòâî, èñïîëüçóþùåå êîìïëåêñíûå ÷èñëà [4℄, Ïðèëîæåíèå 1.
Ïîñëåäíåå äîêàçàòåëüñòâî îñîáåííî ïðîñòî, ïîýòîìó ïîçâîëèì ñåáå âîñ-
ïðîèçâåñòè åãî. Îòîæäåñòâëÿÿ âåêòîðû íà ïëîñêîñòè ñ êîìïëåêñíûìè ÷èñ-
ëàìè è ïîìåùàÿ òî÷êó A â íà÷àëî êîîðäèíàò, íàïèøåì
~AB = z1, ~AC = z2, ~AD = z3,
5òîãäà
~BC = z2 − z1, ~CD = z3 − z2, ~BD = z3 − z1,
è ïðîèçâåäåíèÿ, ó÷àñòâóþùèå â òåîðåìå Ïòîëåìåÿ, çàïèñûâàþòñÿ â âèäå
ac = |z1z3 − z1z2|, bd = |z2z3 − z1z3|, pq = |z2z3 − z1z2|.
Íåðàâåíñòâî (1.1) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ òðîé-
êè âåðøèí z1z2, z1z3, z2z3. Îíî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà òî÷êà z2z3 ëåæèò íà îòðåçêå, ñîåäèíÿþùåì z1z2 è z1z3. Ýòî
óñëîâèå âûðàæàåòñÿ îðìóëîé
arg (z1z2 − z2z3) = arg (z1z2 − z1z3).
Ïðåîáðàçóåì åãî ê âèäó
arg z2 − arg z1 = arg (z2 − z3)− arg (z1 − z3)
è ïåðåïèøåì â ãåîìåòðè÷åñêèõ îáîíà÷åíèÿõ
6 BAC = 6 BDC.
Ïîëó÷èëîñü óñëîâèå ðàâåíñòâà óãëîâ, îïèðàþùèõñÿ íà îäíó è òó æå ñòî-
ðîíó (BC) íàøåãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà, ò.å. óñëîâèå âïèñàííîñòè. 
 2. Àëãåáðàè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1
(Ìåòîä ãðóáîé ñèëû)
2.1. Ïðîñòðàíñòâî âûïóêëûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ
Ìíîæåñòâî âñåõ øåñòåðîê (a, b, c, d, p, q), ñîîòâåòñòâóþùèõ âûïóêëûì íå-
âûðîæäåííûì ÷åòûðåõóãîëüíèêàì, îáðàçóåò ïÿòèìåðíîå ïîäìíîãîîáðà-
çèå Q, ëåæàùåå â ïîëîæèòåëüíîì ãèïåðîêòàíòå ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ
R
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. Åãî çàìûêàíèå Q  ìíîãîîáðàçèå ñ êóñî÷íî-ãëàäêèì êðàåì.
Ìíîãîîáðàçèå Q äîïóñêàåò óäîáíóþ ãëîáàëüíóþ ïàðàìåòðèçàöèþ.
Îáîçíà÷èì òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé AC è BD ÷åðåç O. Ââåäåì
ïÿòü íåçàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ (ñì. èñ. 1)
OA = x, OC = u, OB = y, OD = z, cos 6 AOB = t, (2.1)
ïîä÷èíåííûõ îãðàíè÷åíèÿì
x > 0, u > 0, y > 0, z > 0, −1 < t < 1. (2.2)
6Äëèíû ñòîðîí è äèàãîíàëåé äàþòñÿ âûðàæåíèÿìè
a2 = x2 + y2 − 2xyt,
b2 = u2 + y2 + 2uyt,
c2 = u2 + z2 − 2uzt,
d2 = x2 + z2 + 2xzt,
p = x+ u
q = y + z.
(2.3)
Óðàâíåíèÿ (2.3) îïèñûâàþò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå îáëàñòè
(2.1) èç R
5
íà Q ⊂ R6+. Íåïîñðåäñòâåííîå îïèñàíèå ìíîãîîáðàçèÿ Q
êàê ïîäìíîæåñòâà â R
6
+ â òåðìèíàõ a, . . . , q ãîðàçäî áîëåå çàìûñëîâàòî.
Ïðèâåäåì åãî äëÿ ñïðàâêè. Îïèñàíèå ñîñòîèò èç îäíîãî óðàâíåíèÿ è íå-
ñêîëüêèõ íåðàâåíñòâ (íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ, óñëîâèÿ ïîëîæèòåëü-
íîñòè äëèí è íåðàâåíñòâà, îòâå÷àþùèå çà âûïóêëîñòü).
×åòûðåõóãîëüíèê åñòü âûðîæäåííûé ñëó÷àé òåòðàýäðà, êîãäà âñå âåð-
øèíû ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Îáúåì V òåòðàýäðà ñî ñòîðîíàìè a, b, c,
d, p, q äàåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Êýëè-Ìåíãåðà [1, ï. 9.7.3℄
288 V =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 1 1
1 0 a2 p2 d2
1 a2 0 b2 q2
1 p2 b2 0 c2
1 d2 q2 c2 0
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2.4)
(Îá èñòîðèè îðìóëû îáúåìà òåòðàýäðà ñì. [5℄.) àñêðûâàÿ îïðåäåëèòåëü,
ïîëó÷èì óðàâíåíèå ÷åòûðåõóãîëüíèêà â ÿâíîì âèäå
a4c2 + a2c4 + b4d2 + b2d4 + p4q2 + p2q4+
+(abp)2 + (bcq)2 + (cdp)2 + (daq)2−
−(abc)2 − (abd)2 − (acd)2 − (acp)2 − (acq)2 − (apq)2−
−(bcd)2 − (bdp)2 − (bdq)2 − (bpq)2 − (cpq)2 − (dpq)2
= 0.
(2.5)
Ê ýòîìó óðàâíåíèþ äîáàâëÿþòñÿ óïîìÿíóòûå íåðàâåíñòâà, ÷àñòü èç êîòî-
ðûõ î÷åâèäíà
a > 0, b > 0, c > 0, d > 0, p > 0, q > 0,
|a− b| < p < a+ b, |c− d| < p < c+ d,
|b− c| < q < b+ c, |a− d| < q < a+ d.
(2.6)
7Íåðàâåíñòâà, îòâå÷àþùèå çà âûïóêëîñòü, íå ñòîëü òðèâèàëüíû. Ïðè çà-
äàííûõ a, b, c, d, p ïîñòðîèì òðåóãîëüíèêè ABC è ADC íà îáùåì îñ-
íîâàíèè AC. Âåðøèíû B è D ìîãóò ëåæàòü ëèáî ïî ðàçíûå ñòîðîíû îò
ïðÿìîéAC, ëèáî ïî îäíó ñòîðîíó (èñ. 2). Íàéäåì q = BD èç ïîñòðîåííîé
êîíèãóðàöèè.
A
B B′
C
D
èñ. 2
A
C
B
D
èñ. 3
Â îáîèõ ñëó÷àÿõ óñëîâèÿ (2.5) è (2.6) âûïîëíåíû. Íåðàâåíñòâî, îòëè÷à-
þùåå âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD îò íåâûïóêëîãî AB′CD :
6 BAD > 6 CAD.
Èñïîëüçóÿ òåîðåìó êîñèíóñîâ, ïåðåïèøåì ýòî óñëîâèå â âèäå
a2 + d2 − q2
ad
= 2 cos 6 BAD < 2 cos 6 CBD =
a2 + p2 − b2
ap
.
Ïðèâîäÿ äðîáè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, ïîëó÷èì ïîëèíîìèàëüíîå íåðà-
âåíñòâî. Îíî åùå íå ãàðàíòèðóåò âûïóêëîñòè ÷åòûðåõóãîëüíèêà ABCD.
Íåîáõîäèìî äîáàâèòü íåðàâåíñòâî, èñêëþ÷àþùåå ñëó÷àé, êîãäà òî÷êè A
è C ëåæàò ïî îäíó ñòîðîíó îò ïðÿìîé BD. Äâóõ íåðàâåíñòâ âñå åùå
íåäîñòàòî÷íî. Íàïðèìåð, ñèñòåìà íåðàâåíñòâ
6 BAC < 6 BAD, 6 ABD < 6 ABC
äîïóñêàåò êîíèãóðàöèþ (÷åòûðåõâåðøèííèê) ñ íåïðàâèëüíûì ïîðÿäêîì
âåðøèí (èñ. 3). Òðåõ íåðàâåíñòâ
6 BAC < 6 BAD, 6 ABD < 6 ABC, 6 CBD < 6 ABC
óæå äîñòàòî÷íî äëÿ õàðàêòåðèçàöèè âûïóêëûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ò.å. ê
(2.6) äîáàâëÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
p (a2 + d2 − q2) < d (a2 + p2 − b2),
q (a2 + b2 − p2) < a (b2 + q2 − c2),
q (a2 + b2 − p2) < b (a2 + q2 − d2).
(2.7)
8Ìîæíî ëè óïðîñòèòü óñëîâèÿ âûïóêëîñòè  óìåíüøèòü ÷èñëî íåðàâåíñòâ
èëè ïîíèçèòü èõ ñòåïåíü (äàæå óâåëè÷èâ èõ êîëè÷åñòâî), ïðèíèìàÿ âî
âíèìàíèå (2.6),  ÿ íå çíàþ.
2.2. Ïðîñòðàíñòâî âïèñàííûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ
Øåñòåðêè äëèí ñòîðîí è äèàãîíàëåé âïèñàííûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ îáðà-
çóþò ïîäìíîãîîáðàçèå C ⊂ Q êîðàçìåðíîñòè 1. Â êîîðäèíàòàõ x, . . . , t îíî
îïèñûâàåòñÿ ïðîñòûì óðàâíåíèåì âòîðîé ñòåïåíè
Cycl(x, y, z, u, t) =
def
xu− yz = 0. (2.8)
(Ýëåìåíòàðíàÿ òåîðåìà: òðåóãîëüíèêè AOB è COD ïîäîáíû ïî äâóì
óãëàì
6 AOB = 6 COD è 6 OAB = 6 ODC òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
òî÷êè A, B, C, D ëåæàò íà îäíîé îêðóæíîñòè.)
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷àñòü Á òåîðåìû Ïòîëåìåÿ óòâåðæäàåò, ÷òî â êîîð-
äèíàòàõ a, . . . , q ïîäìíîãîîáðàçèå C âûäåëÿååòñÿ â Q óñëîâèåì (0.1). Öåëü
ýòîãî ïóíêòà  óñòàíîâèòü ýêâèâàëåíòíîñòü (0.1) è (2.8) àëãåáðàè÷åñêè.
Çàîäíî ìû äîêàæåì è íåðàâåíñòâî (1.1).
Âûðàçèâ a, . . . , q èç (2.3) è ïîäñòàâèâ â (0.1), ïîëó÷èì âûðàæåíèå, ñîäåð-
æàùåå êâàäðàòíûå êîðíè. Äîìíîæàÿ íà ñîïðÿæåííûå âûðàæåíèÿ, èçáà-
âèìñÿ îò èððàöèîíàëüíîñòåé è ïîëó÷èì
C2 · (ac− bd− pq)(ac+ bd+ pq)(ac− bd+ pq) =
−4u4x2z2 + 4x4u2z2t2 + 32x2y2u2z2 + 4y4u2z2t2 + 4x2y2t2u4 + 4x2y2t2z4
−4x2y2z4 − 4y4u2z2 − 4x2y2u4 − 4x4u2z2 − 4y4x2z2 − 4u2y2z4 − 4u2y2x4
−32x2y2u2z2t2 + 16x3yt2u3z − 8x3yt2z3u− 8y3xt2u3z + 16y3xt2z3u
+4u4x2z2t2 + 4y4x2z2t2 + 4u2y2t2x4 + 4u2y2t2z4 + 8x3uy3z + 16x3uy2z2
+8x3uyz3 + 16x2u2y3z + 16x2u2yz3 + 8xu3y3z + 16xu3y2z2 + 8xu3yz3
+8x3u3z2t2 + 8y3u2z3t2 + 8x3y2t2u3 + 8x2y3t2z3 − 8x2u4yz − 8x4u2yz
−16x3u3yz − 8y4z2xu− 16y3z3xu− 8y2z4xu− 8u3yt2z3x− 8y3ut2x3z
−8x3u3y2 − 8x3u3z2 − 8x2z3y3 − 8y3z3u2 − 16y2u3z2t2x+ 8y4uz2t2x
−16y3u2zt2x2 + 8x2yt2u4z − 16x3uz2t2y2 + 8x4u2zt2y − 16x2u2z3t2y
+8xy2t2z4u.
Â äàëüíåéøåì ãðîìîçäêèå ïîëèíîìû, âîçíèêàþùèå â âû÷èñëåíèÿõ, íå
âûïèñûâàþòñÿ ÿâíî. Òå èç íèõ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ ëèøü ëîêàëüíî,
â ïðåäåëàõ êîíêðåòíîãî ýòàïà ðàññóæäåíèÿ, îáîçíà÷àþòñÿ Pk, ãäå k 
9îáùàÿ ñòåïåíü. Òàê, íàçîâåì ïðèâåäåííûé âûøå ìíîãî÷ëåí P10. (Åãî
ñîäåðæàòåëüíàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ êàê ãëàâíîãî ìèíîðà îïðåäåëèòåëÿ Êýëè-
Ìåíãåðà (2.4) [1, ï. 9.7.3.8℄ çäåñü íå èñïîëüçóåòñÿ.)
Êîìïüþòåðíàÿ àêòîðèçàöèÿ ïðèâîäèò ê ïðîñòîìó ðåçóëüòàòó, êîòî-
ðûé çàïèøåì â ñìåøàííûõ ïåðåìåííûõ, ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíèÿìè (2.3),
P10(x, y, x, u, t) = − 4(1− t2)p2q2(xu− yz)2. (2.9)
Ïîñêîëüêó
(1− t2)p2q2 > 0, (2.10)
òî (0.1) âëå÷åò (2.8). Äîêàçàíî óòâåðæäåíèå òîëüêî òîãäà òåîðåìû 1 (Á).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (1.1) íåâåðíî äëÿ íåêîòîðîãî ÷åòûðåõ-
óãîëüíèêà. Òîãäà ñóùåñòâóåò êðèâàÿ γ : [0, 1] → Q â ïðîñòðàíñòâå ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêîâ, òàêàÿ, ÷òî C2(γ(0)) > 0 è C2(γ(1)) < 0, ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò òî÷êà s ∈ (0, 1), â êîòîðîé C2(γ(s)) = 0. Â ñèëó (2.9) è (2.10),
äëÿ ëþáîãî íåâûðîæäåííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà
(ac+ bd− pq)(ac+ pq − bd)(bd+ pq − ac) ≥ 0. (2.11)
Åñëè 2-é è 3-é ñîìíîæèòåëè íå îáðàùàþòñÿ â 0 â s0, òî ïðîèçâåäåíèå (2.11)
ìåíÿåò çíàê, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñëåäîâàòåëüíî, õîòÿ áû äâà èç ñîìíîæèòå-
ëåé â (2.11) îäíîâðåìåííî ðàâíû 0 â s0. Îäíàêî òîãäà ÷åòûðåõóãîëüíèê
γ(s0) îêàçûâàåòñÿ âûðîæäåííûì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè, íàïðèìåð
ac + bd− pq = ac+ pq − bd = 0,
òî ac = 0. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåí-
ñòâà (1.1).
Îñòàåòñÿ äîêàçàòü óòâåðæäåíèå òîãäà ÷àñòè Á. Äëÿ ýòîãî ñëåäóåò óñòà-
íîâèòü, ÷òî (ac + pq − bd) è (bd + pq − ac) íå ìîãóò (ïî îòäåëüíîñòè)
îáðàùàòüñÿ â 0. Ìíîãîîáðàçèå C ëèíåéíî ñâÿçíî: ëþáîé âïèñàííûé ÷åòû-
ðåõóãîëüíèê ìîæíî äåîðìèðîâàòü â ëþáîé äðóãîé, âïèñàííûé â òó æå
îêðóæíîñòü, ñäâèãîì âåðøèí âäîëü îêðóæíîñòè, ïðè êîòîðîì âåðøèíû
íèêîãäà íå ñëèâàþòñÿ. Â êàæäîé òî÷êå ìíîãîîáðàçèÿ C îáðàùàåòñÿ â 0
ðîâíî îäèí èç ìíîæèòåëåé â (2.11)  èíà÷å ÷åòûðåõóãîëüíèê áûë áû
âûðîæäåííûì. Ìíîæåñòâî íóëåé êàæäîãî èç íèõ çàìêíóòî â C. Èç ñâÿç-
íîñòè ñëåäóåò, ÷òî äâà èç ýòèõ ìíîæåñòâ ïóñòû, à îñòàâøååñÿ ñîâïàäàåò ñ
C. ßñíî (èç ëþáîãî ïðèìåðà âïèñàííîãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà), ÷òî íå ïóñòî
ìíîæåñòâî íóëåé óíêöèè C2, çíà÷èò, (Cycl = 0) ⇔ (C2 = 0). 
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 3. Êóáè÷åñêèé êðèòåðèé âïèñàííîñòè
Òåîðåìà 2. Âûïóêëûé ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD ÿâëÿåòñÿ âïèñàííûì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî óñëîâèå (0.2). Åñëè C3 6= 0, òî
sign C3 = sign Cycl. (3.1)
Çàìå÷àíèÿ
1. Ñóùåñòâåííîñòü óñëîâèÿ âûïóêëîñòè. Â îòëè÷èå îò óñëîâèÿ Ïòîëåìåÿ
(0.1), óñëîâèå (0.2) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ íåêîòîðûõ íåâûïóêëûõ (è, çíà÷èò,
íåâïèñàííûõ) ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ. Â Ïðèëîæåíèè âû÷èñëåíî ÷àñòíîå
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òàêèõ ÷åòûðåõóãîëüíèêîâ.
2. Çíàê C3 îïðåäåëÿåò ïîëîæåíèå âåðøèíû ÷åòûðåõóãîëüíèêà îòíîñèòåëü-
íî îêðóæíîñòè, ïðîâåäåííîé ÷åðåç òðè äðóãèå âåðøèíû. Âåðîÿòíî, C3 
ïðîñòåéøàÿ óíêöèÿ ïàðàìåòðîâ a, . . . , q, îáëàäàþùàÿ ýòèì ñâîéñòâîì.
Cëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû:
(i) òî÷êà A ëåæèò âíe îêðóæíîñòè BCD
(ii) òî÷êà C ëåæèò âíe îêðóæíîñòè BAD
(iii) òî÷êà B ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè ADC
(iv) òî÷êà D ëåæèò âíóòðè îêðóæíîñòè ABC
(v) sgn (xu− yz) = sgn C3 > 0;
Äîêàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîñòè óñëîâèÿ (0.2) ýëåìåíòàðíî. Ïóñòü ÷å-
òûðåõóãîëüíèê ABCD âïèñàí â îêðóæíîñòü ðàäèóñà R. Òîãäà
4R =
abp
SABC
=
bcq
SBCD
=
cdp
SCDA
=
daq
SDAB
,
ãäå S  ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà. àâåíñòâî (0.2) ñëåäóåò âûðàæàåò ðàâíî-
ñîñòàâëåííîñòü íàøåãî ÷åòûðåõóãîëüíèêà:
SABCD = SABC + SBCD = SCDA + SDAB. 
Äîêàçàòåëüñòâî äîñòàòî÷íîñòè ãîðàçäî ñëîæíåå. Ìåòîä ãðóáîé ñèëû
â ïðîñòîé ðåäàêöèè íåäîñòàòî÷åí: ïðè ðàöèîíàëèçàöèè óñëîâèÿ C3 = 0
ïîÿâëÿþòñÿ ïàðàçèòíûå ðåøåíèÿ  ñì. ï. 5.2. Èçëîæèì ïëàí äîêàçàòåëü-
ñòâà. àññìîòðèì âåëè÷èíó C3 êàê óíêöèþ ïåðåìåííîé z ïðè èêñèðî-
âàííûõ x, u, y, t. Ïèøåì
C3(a, b, c, d, p, q) = F (x, y, z, u, t) ñ ïîäñòàíîâêîé (2.3).
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Òîãäà
1. F → −∞ ïðè z →∞. (Ïðîñòîé àêò, Ëåììà 4.1 íèæå.)
2. F > 0 ïðè z = 0. (Ïðåäëîæåíèå 4.2, òðóäíîå.)
3. F = 0, êîãäà òî÷êà D, äâèãàÿñü ïî ëó÷ó OD (ìåíÿåì z), ïîïàäàåò
íà îêðóæíîñòü ABC. Ïðè ýòîì z = z∗ = xu/y.
Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî óíêöèÿ F (. . . , z) íå èìååò äðóãèõ íóëåé íà
(0,∞). Ýòî ëåãêî óñòàíîâèòü â ÷àñòíîì ñëó÷àå, îñåñèììåòðè÷íûõ ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêîâ ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äèàãîíàëÿìè (Ëåììà 3.1). Òàêèì îá-
ðàçîì, ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ x, y, u, t, ïðè êîòîðûõ óíêöèÿ F (. . . , z)
èìååò åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü. Ñìåíà ÷èñëà êîðíåé ìîæåò
ïðîèçîéòè òîëüêî ñ ïîÿâëåíèåì êðàòíîãî êîðíÿ, ò.å. ðåøåíèÿ ñèñòåìû
F (x, y, z, u, t) = 0, ∂zF (x, y, z, u, t) = 0. (3.2)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (3.2) íà Q íåïóñòî.
Îáîçíà÷èì åãî M. Èçó÷àÿ àñèìïòîòèêè ðåøåíèé ñèñòåìû (3.2) âáëèçè
ãðàíèöû ∂Q ìíîæåñòâà Q, ìû íàéäåì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ñåìåéñòâà ðå-
øåíèé â Q, èìåþùèõ ïðåäåëüíóþ òî÷êó íà ∂Q. (Õîòÿ íà ñàìîé ãðàíèöå
åñòü ìíîãî ðåøåíèé.) Ýòîò àíàëèç (ñ ïðîáåëîì, óêàçàííîì âî Ââåäåíèè)
èçëîæåí â çàêëþ÷èòåëüíîì  6.
Ñäåëàåì ðåäóêöèþ ïî îäíîðîäíîñòè è ðàññìîòðèì ñå÷åíèå Q1, âûäå-
ëåííîå â Q óðàâíåíèåì
x + y + z + u = 1. (3.3)
Ìíîæåñòâî M1 = M∩Q1 êîìïàêòíî, ïîñêîëüêó åãî çàìûêàíèå íå ïåðå-
ñåêàåòñÿ ñ ∂Q1. Ìàêñèìóì óíêöèè f(x, y, z, u, y) = t íàM1 äîñòèãàåòñÿ.
Òî÷êà ìàêñèìóìà íàõîäèòñÿ ìåòîäîì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, êîòîðûé
ïðèâîäèò (Ëåììà 5.1) ê óñèëåííîé ñèñòåìå ïî ñðàâíåíèþ ñ (3.2): ëèáî
F = Fx = Fy = Fz = Fu = 0, (3.4)
ëèáî F = Fz = Fzz = 0. Â  5 ìû äîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (3.4) íå èìååò
ðåøåíèé â îáëàñòè (2.2). Îòñóòñòâèå ðåøåíèÿ âî âòîðîì ñëó÷àå ïîêà ïîä-
òâåðæäåíî ëèøü ÷èñëåííûì ñêàíèðîâàíèåì.
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (3.2) â îáëàñòè (2.2) ïóñòî,
ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ x, y, u, t êîðåíü z = z∗ óíêöèè
F (. . . , z)  åäèíñòâåííûé. 
Ëåììà 3.1. Â ñëó÷àå x = u è t = 0 èìååì ∂zF < 0 ïðè z > 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â äàííîì ñëó÷àå a = b , c = d =
√
x2 + z2, ∂zc = z/c,
F = 2x (a2 + c2) − 2ac (y + z),
∂zF = 4xz − 2ac − 2a (z/c) (y + z) < 2a (2z − (c2 + z2)/c) ≤ 0. 
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 4. Ïîâåäåíèå óíêöèè F ïðè z →∞ è ïðè z → 0+
4.1. åçóëüòàòû
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îòíîñèòåëüíî ïðîñòûå óòâåðæäåíèÿ íàçûâàþòñÿ Ëåì-
ìàìè, áîëåå ñëîæíûå  Ïðåäëîæåíèÿìè.
Ëåììà 4.1. Ïóñòü x, y, u, t èêñèðîâàíû. Òîãäà ïðè z →∞
F (x, y, u, z, t) = (p− a− b)z2 + O(z).
Â ÷àñòíîñòè, F < 0 ïðè áîëüøèõ z.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó c = z + O(1), d = z + O(1), q = z + O(1),
èìååì
F (x, u, y, z, t) = (ab+ cd)p− (ad+ bc)q = z2p− (az + bz)z +O(z).

Ïðåäëîæåíèå 4.2. Ïóñòü òî÷êà D ëåæèò íà ñòîðîíå AC òðåóãîëü-
íèêà ABC è îòëè÷íà îò òî÷åê A è C. Òîãäà äëÿ âûðîæäåííîãî ÷åòû-
ðåõóãîëüíèêà ABCD èìååì C3(a, b, c, d, p, q) > 0 ïðè îòñóòñòâèè ïðî÷èõ
âûðîæäåíèé. Â áîëåå ÿâíîì âèäå,
(AB · BC +AD · CD) ·AC > (AB ·AD + CB · CD) · BD.
4.2. Ïëàí äîêàçàòåëüñòâà Ïðåäëîæåíèÿ 4.2
Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïîëîæèì p = 1 è ïðèìåì 6 ADB ≤ π/2. Íà
ìíîæåñòâå D = {0 < x < 1, y > 0, 0 ≤ t < 1} ðàññìîòðèì óíêöèþ
F0(x, y, t) =
def
F (x, y, z = 0, u = 1− x, t).
Ìíîæåñòâî D ñâÿçíî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íà íåì F0 6= 0: òîãäà çíàê
F0 ïîñòîÿíåí, à èç Ëåììû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî F0 > 0 ïðè t = 0, x = 1/2. Â
ï. 4.3 ðàññìàòðèâàÿ ðàöèîíàëèçàöèþ óñëîâèÿ (0.2), ïîêàæåì, ÷òî F0 6= 0
ïðè y ≥ 1. Çàòåì â ï. 4.4 èññëåäóåì F0 íà ãðàíèöå êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà
K, çàäàííîãî íåðàâåíñòâàìè
0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ t ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1,
è ïîêàæåì, ÷òî òàì F0 ≥ 0. Â ï. 4.5 óñòàíîâèì, ÷òî óðàâíåíèå∇F0 íå èìååò
ðåøåíèé âî âíóòðåííîñòè ìíîæåñòâàK, ñëåäîâàòåëüíî,minF0 äîñòèãàåòñÿ
íà åãî ãðàíèöå è F0 > 0 íà âíóòðåííîñòè K. 
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4.3. àöèîíàëèçàöèÿ è íåðàâåíñòâî F0[y ≥ 1] 6= 0
Âûðàæåíèå F0 ÷åðåç a, . . . , q ñîäåðæèò êâàäðàòè÷íûå èððàöèîíàëüíîñòè.
Ôóíêöèÿ
R(a, b, c, d, p, q) = C3(a, b, c, d, p, q)C3(a, b,−c,−d, p, q)
×C3(−a, b, c, d, p, q)C3(−a, b,−c,−d, p, q)
åñòü ðàöèîíàëüíàÿ óíêöèÿ îò a2, b2, c2, d2, p, q, è, ñëåäîâàòåëüíî, ðà-
öèîíàëüíàÿ óíêöèÿ îò x, u, y, z, t. Åå îãðàíè÷åíèå íà ðàññìàòðèâàåìîå
ìíîæåñòâî z = 0, p = 1, a = x, b = u = 1− x îáîçíà÷èì ÷åðåç R0.
Ñ ïîìîùüþ Maple íàõîäèì àêòîðèçàöèþ
R0 = 4 (1− t2) y2 x T0(x, y, t)
ãäå T0  ìíîãî÷ëåí. Ïðè |t| 6= 1, x, y 6= 0 íåðàâåíñòâî T 6= 0 âëå÷åò
R0 6= 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, F0 6= 0. Ìíîãî÷ëåí T0 ïðåäñòàâèì â âèäå
T0(x, y, t) = A(y
2 − 1) + 4y2(1− t2),
A = 3y2 + 4(1− 2x)ty + (1− 2x)2.
Ïîñêîëüêó ïðè |t| < 1,
A > 3y2 − 4y|1− 2x|+ (1− 2x)2 = (3y − |1− 2x|)(y − |1− 2x|)
òî ïðè y ≥ 1, 0 < x < 1, èìååì A > 0, îòêóäà T0 > 0.
4.4. Ïðåäåëüíûå ñëó÷àè x = 0, 1, z = 0 è t = 1
à) Ïðè x = 0 (ñëó÷àé x = 1 àíàëîãè÷åí) èìååì d = 0, c = 1, a = q,
F0 = abp− bcq = ab− ba = 0.
á) Ïðè z = 0 èìååì q = 0, ñëåäîâàòåëüíî F0 = ab+ cd > 0.
â) Ïðè t = 1 èìååò ìåñòî ðåçóëüòàò áîëåå îáùåãî õàðàêòåðà (áåç ïðåäïîëî-
æåíèÿ z = 0), êîòîðûé íåîäíîêðàòíî ïîíàäîáèòñÿ â äàëüíåéøåì. Èç íåãî
ñëåäóåò, ÷òî F0|t=1 ≥ 0.
Ëåììà 4.3. Èìååò ìåñòî îðìóëà
F |t=1 = (x+ y + z + u)(x− y)(u− z) (sgn(x− y) + sgn(u− z)). (4.1)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ôîðìóëà (4.1) ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ ïðè t = 1:
a = |y − x|, b = y + u, c = |u− z|, d = z + x. 
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4.5. Îòñóòñòâèå âíóòðåííèõ òî÷åê ýêñòðåìóìà óíêöèè F0
Â ýòîì ïóíêòå ìû èñïîëüçóåì äåêàðòîâû êîîðäèíàòû. Ïîìåñòèì íà÷àëî
êîîðäèíàò â òî÷êó A è íàïðàâèì ïåðâóþ îñü âäîëü AC. Êîîðäèíàòû
îñòàëüíûõ òî÷åê ñóòü D(d, 0), C(p, 0), B(ξ, η), η > 0. Ïàðàìåòðû d,
c, p = c + d íå çàâèñÿò îò ξ, η, à ïàðàìåòðû a, b, q è èõ ïðîèçâîäíûå
äàþòñÿ îðìóëàìè
a2 = ξ2 + η2 aξ =
ξ
a
aη =
η
a
b2 = (ξ − p)2 + η2 bξ = ξ − p
b
bη =
η
b
q2 = (ξ − d)2 + η2 qξ = ξ − d
q
qη =
η
q
Îòñþäà
∂ξF0 =
(bp− dq)ξ
a
+
(ap− cq)(ξ − p)
b
− (ad+ bc)(ξ − d)
q
,
‘∂ηF0 = η

(bp− dq)
a
+
(ap− cq)
b
− (ad+ bc)
q

 .
(4.2)
Íàçîâåì íàáîð âåëè÷èí (a, . . . , q, ξ, η) äîïóñòèìûì, åñëè îí ñîîòâåòñòâóåò
êîíèãóðàöèè, îïèñàííîé â Ïðåäëîæåíèè 4.2 è òðåóãîëüíèê ABC íåâû-
ðîæäåí.
Ëåììà 4.4. Ñèñòåìà ∂ξF0 = ∂ηF0 = 0 íå èìååò äîïóñòèìûõ ðåøåíèé.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èòàÿ èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ â (4.2) âòîðîå, óìíîæåí-
íîå ñîîòâåòñòâåííî íà ξ/η è (ξ − p)/η, ó÷èòûâàÿ, ÷òî c + d = p, è
èçáàâëÿÿñü îò çíàìåíàòåëåé, óïðîñòèì çàäàííûå óðàâíåíèÿ:
pq (cq − ap) + bd (ad+ bc) = 0,
pq (dq − bp) + ac (ad+ bc) = 0. (4.3)
Ïîêàæåì, ÷òî äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò ðàâåíñòâó a = b = q.
Áåðÿ ñóììó óðàâíåíèé è ïîäñòàâëÿÿ p = c+d, ïîëó÷èì àêòîðèçóåìîå
óðàâíåíèå:
[(b− q)d + (a− q)c] [(b− q)c + (a− q)d] = 0.
Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé I: (b−q)d+(a−q)c = 0. Â êà÷åñòâå âòîðîãî óðàâíåíèÿ âîçüìåì
îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (4.3) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ pq è (ad+ bc),
0 = ∆ = ac(cq− ap) + bd(bp− dq) = ac [(q− a)c− ad] + bd [(b− q)d+ bc].
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Â äàííîì ñëó÷àå
∆ = ac [(b− q)d− ad] + bd [(q − a)c+ bc] = cd(b− a)(a+ b+ q),
îòêóäà a = b íà äîïóñòèìîì ðåøåíèè. Äàëåå, 0 = (b − q)d + (a − q)c =
(b− q)(c+ d), ñëåäîâàòåëüíî, q = b = a.
Ñëó÷àé II: (b − q)c + (a − q)d = 0, ò.å. ad + bc = pq. Ïîäñòàâëÿÿ â
ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (4.3), ïîëó÷èì pq (cq − ap+ bd) = 0. Ñ ó÷åòîì
p = c+ d, ïîëó÷èëàñü îäíîðîäíàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé
(b− q)c+ (a− q)d = 0, (q − a)c+ (b− a)d = 0
îòíîñèòåëüíî c è d ñ îïðåäåëèòåëåì
(b− q)(b− a) + (a− q)2 = (a− q)2 − (a− q)(b− q) + (b− q)2.
àâåíñòâî íóëþ âîçìîæíî ëèøü ïðè a = b = q.
Èòàê, â îáîèõ ñëó÷àÿõ (4.3) âëå÷åò a = b = q. Îäíàêî ðàâåíñòâî
a = b = q ãåîìåòðè÷åñêè íåâîçìîæíî, ò.ê. âñåãäà q < max (a, b). Ýòèì
çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 4.4 è Ïðåäëîæåíèÿ 4.2. 
 5. Íåñóùåñòâîâàíèå êîìïàêòíîé êîìïîíåíòû
ïîäìíîæåñòâà F = Fz = 0 â Q1
5.1. Óñèëåíèå ñèñòåìû (3.2)
Ëåììà 5.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû (3.2) íà
ìíîæåñòâå Q1 (ñì. (2.2), (3.3) ) êîìïàêòíî (ò.å. íå èìååò ïðåäåëüíûõ
òî÷åê íà ∂Q1) è íåïóñòî. Òîãäà õîòÿ áû îäíà èç ñèñòåì (3.4) èëè
F = Fz = Fzz = 0 (5.1)
èìååò ðåøåíèå â Q.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ïðåäïîëîæåíèé Ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî M˜1
ðåøåíèé ñèñòåìû (3.2) íà ìíîæåñòâå Q˜1 = {u = 1}∩Q òàêæå êîìïàêòíî è
íåïóñòî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî F òåïåðü ÿâëÿåòñÿ óíêöèåé ëèøü ÷åòûðåõ
ïåðåìåííûõ x, y, z, t. àññìîòðèì îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó
t|M˜1 → max .
Ñîñòàâèì âûðàæåíèå Ëàãðàíæà
t− λF − µFz. (5.2)
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Äèåðåíöèðóÿ ïî z è ó÷èòûâàÿ (3.2), ïîëó÷èì µFzz = 0.
Â ñëó÷àå Fzz = 0 èìååì ñèñòåìó (5.1). Åñëè æå Fzz 6= 0, òî µ =
0. Äèåðåíöèðóÿ (5.2) ïî t, íàõîäèì 1 − λFt = 0, îòêóäà λ 6= 0.
Äèåðåíöèðóÿ (5.2) ïî x è y, íàõîäèì òåïåðü Fx = Fy = 0. Ìû ïîëó÷èëè
4 èç 5 óðàâíåíèé (3.4). Îñòàâøååñÿ óðàâíåíèå Fu = 0 ñëåäóåò èç ïåðâûõ
÷åòûðåõ â ñèëó òîæäåñòâà Ýéëåðà äëÿ îäíîðîäíûõ óíêöèé. 
Â îñòàâøåéñÿ ÷àñòè ïàðàãðàà ìû äîêàæåì íåñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé
ñèñòåìû (3.4), îñòàâëÿÿ çà ðàìêàìè äàííîé ðàáîòû àíàëèç ñèñòåìû (5.1).
Ýòîò ïðîáåë óïîìÿíóò âî Ââåäåíèè.
5.2. àöèîíàëèçàöèÿ
Ôóíêöèÿ F (x, . . . , t), ÿâëÿþùàÿñÿ êîìïîçèöèåé C3(a, . . . , q) ñ ïîäñòàíîâ-
êàìè (2.3), ñîäåðæèò êâàäðàòíûå êîðíè.
×àñòè÷íàÿ ðàöèîíàëèçàöèÿ. Ïîëîæèì F ∗ = (ab + cd)p + (ad + bc)q è
ââåäåì âûðàæåíèå
R(x, y, z, u, t) = F · F ∗ = R0(x, . . . , t) + λR1(x, . . . , t),
λ = abcd.
(5.3)
Çäåñü R1 = 2(p
2− q2), R0 = (a2b2+ c2d2)p2− (a2d2+ b2c2)q2  ìíîãî÷ëåí
ñòåïåíè 2 ïî t è îäíîðîäíûé ñòåïåíè 6 ïî ïåðåìåííûì x, . . . , u.
Åãî ðàçëîæåíèå ñîäåðæèò 64 ÷ëåíà. Î÷åâèäíî, ÷òî íà ìíîæåñòâå Q óðàâ-
íåíèÿ F = 0 è R = 0 ýêâèâàëåíòíû, ïîñêîëüêó F ∗ > 0.
Ïîëíàÿ ðàöèîíàëèçàöèÿ. Ôóíêöèÿ
RR(x, y, z, u, t) = (R0 + λR1)(R0 − λR1)
ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ïî ïåðåìåííûì x, . . . , t. Èìååì àêòîðèçàöèþ
RR = 4 (t2 − 1) p2 q2 Cycl(x, y, z, u) T (x, y, z, u, t), (5.4)
ãäå T  ìíîãî÷ëåí ñ 62 ÷ëåíàìè, êâàäðàòè÷íûé ïî t è îäíîðîäíûé ñòåïåíè
6 ïî îñòàëüíûì ïåðåìåííûì. Ïðèâîäèì ýòîò ìíîãî÷ëåí â ÿâíîì âèäå,
ñëåäóÿ ïðèíöèïó "Ëó÷øå îäèí ðàç óâèäåòü. . . ":
T = 4T2 t
2 + 4T1 t + T0,
T0 = 2y
3z3 + 3yzx4 + 2y3zx2 + 2yz3x2 − 2x3uy2 − 2xu3y2 − 3xuy4−
2xu3z2 + 2x2yzu2 − zy5 − yz5 + ux5 − 2xuy2z2 − 3xuz4 − 2x3uz2
+xu5 + 3yzu4 + 2y3zu2 + 2yz3u2 − 2x3u3,
17
T1 = z
2y3x− y2x3z + y4xz − y2z3x+ yz2x3 − z4xy − x3yu2 + x2y3u
−x4uy + x2u3y − xu2y3 + z4uy + y2z3u− yz2u3 − y3uz2 − y4uz
+u3y2z − u4xz + xu2z3 − x2u3z − x2uz3 + x4uz + u2x3z + u4xy,
T2 = −y3zx2 − 2y2z2x2 − yz3x2 + x3uy2 + 2y2x2u2 − yz3u2−
2u2y2z2 − y3zu2 + xu3z2 + 2u2x2z2 + x3uz2 + xu3y2 − 4x2yzu2
−2x3uyz + 4xuy2z2 + 2xy3zu− 2xyu3z + 2xyz3u.
Èç (5.4) âèäíî, ÷òî åñëè C3 = 0 è T 6= 0, òî Cycl = 0. Ê ñîæàëåíèþ,
óòâåðæäåíèå T 6= 0 íåâåðíî (ñì. íèæå). Ñèñòåìà, ðàññìàòðèâàåìàÿ â
ñëåäóþùåé Ëåììå, íå ýêâèâàëåíòíà (3.2), íî áóäåò èñïîëüçîâàíà â  6
ïðè äîêàçàòåëüñòâå íåñóùåñòâîâàíèÿ ïðèìûêàþùèõ ê ãðàíèöå ñåìåéñòâ
ðåøåíèé ñèñòåìû (3.2).
Ëåììà 5.2. Âñÿêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.2) íà ìíîæåñòâå Q ÿâëÿåòñÿ
òàêæå ðåøåíèåì ñèñòåìû
T = 0, Tz = 0. (5.5)
Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì T · Cycl=F · Ξ, ãäå Ξ  ðàöèîíàëüíàÿ óíêöèÿ
áåç îñîáåííîñòåé íà Q. Èç óðàâíåíèé (3.2) ñëåäóåò
T · Cycl = ∂z(T · Cycl) = 0.
Ïðåäïîëîæèì ñíà÷àëà, ÷òî Cycl = 0, T 6= 0. Òîãäà ∂zCycl = 0. Íî
∂zCycl = −y 6= 0, ïðîòèâîðå÷èå.
Â ñëó÷àå Cycl 6= 0, T = 0 èìååì Tz = 0, êàê óòâåðæäàëîñü. Îñòàåòñÿ
äîêàçàòü, ÷òî íåâîçìîæåí ñëó÷àé T = Cycl = 0. Â ðåçóëüòàòå ïîäñòàíîâêè
u = 1, x = yz â T ïîëó÷èì àêòîðèçóþùèéñÿ ìíîãî÷ëåí
4 y(y − 1)(y + 1)(y2 + 2ty + 1) z(z − 1)(z + 1)(z2 − 2tz + 1),
êîòîðûé íå îáðàùàåòñÿ â 0 íà ìíîæåñòâå Q. 
Ñëåäñòâèå. Âñÿêîå ðåøåíèå ñèñòåìû (3.4) íà ìíîæåñòâå Q ÿâëÿåòñÿ
òàêæå ðåøåíèåì ñèñòåìû
T = Tx = Ty = Tz = Tu = 0. (5.6)
Ìîæíî áûëî áû íàäåÿòüñÿ äîêàçàòü îòñóòñòâèå ðåøåíèé ñèñòåìû (3.4),
äîêàçàâ îòñóòñòâèå ðåøåíèé ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìû (5.6). Íî ïîñëåäíÿÿ
èìååò ðåøåíèÿ. (Íàïðèìåð, (5.6) îáðàùàåòñÿ â òîæäåñòâî ïðè u = x, y =
z.) Äîêàçàòåëüñòâî â ñëåäóþùåì ï. îñíîâàíî íà àíàëèçå àíàëîãè÷íîé
ñèñòåìû ñ ÷àñòè÷íîé ðàöèîíàëèçàöèåé,
R = Rx = Ry = Rz = Ru = 0, (5.7)
êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà (3.4) íà Q, ïîñêîëüêó F = R/F ∗, F ∗ 6= 0.
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5.3. Íåñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ñèñòåìû (5.7)
Ïðåæäå âñåãî, çàïèøåì ïðîèçâîäíûå Rx è ò.ä. â âèäå ðàöèîíàëüíûõ óíê-
öèé ïî x, . . . , t è λ. Èìååì
λx = λ
(
ax
a
+
dx
d
)
= λ
(
x− yt
a2
+
x+ zt
d2
)
.
Ïîýòîìó
Rˆx =
def
a2d2 ∂xR
 àëãåáðàè÷åñêèé ïîëèíîì ïî ïåðåìåííûì x, y, z, t, λ. Àíàëîãè÷íî, ìíî-
ãî÷ëåíàìè (ïî òåì æå ïåðåìåííûì) ÿâëÿþòñÿ
Rˆy = a
2b2 ∂yR, Rˆz = c
2d2 ∂zR. Rˆu = b
2c2 ∂uR,
Ïîëó÷åíà ñèñòåìà 5 ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè x, y, z,
u, t è λ
R = Rˆx = Rˆy = Rˆz = Rˆu = 0. (5.8)
Èãíîðèðóÿ óðàâíåíèå ñâÿçè (âòîðîå óðàâíåíèå â (5.3)), áóäåì ñ÷èòàòü λ
íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé îò x, . . . , t. Ýòèì ìû ðàçðóøàåì îäíîðîäíîñòü
óíêöèè R ïî ïåðåìåííûì x, . . . , u, ñëåäîâàòåëüíî 5 óðàâíåíèé ñèñòåìû
(5.8) áîëåå íå ÿâëÿþòñÿ çàâèñèìûìè â ñèëó òîæäåñòâà Ýéëåðà. Ñèñòåìà
(5.8) êâàçèîäíîðîäíà ïî 5 ïåðåìåííûì (èñêëþ÷àÿ t): ïåðåìåííûå x, . . . , u
èìåþò âåñ 1, à âåñ λ ðàâåí 4. Îäíî èç çíà÷åíèé ìîæíî âûáðàòü ïðîèç-
âîëüíî. Çàèêñèðóåì çíà÷åíèå u = 1. Òåïåðü (5.8) ñòàíîâèòñÿ ñèñòåìîé 5
óðàâíåíèé ñ 5 íåèçâåñòíûìè x, y, z, t, λ.
Äîêàçàòü îòñóòñòâèå ðåøåíèé ýòîé íåáîëüøîé ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòå-
ìû îêàçàëîñü íåëåãêî. Àâòîðó ïðèøëîñü ïåðåïðîáîâàòü íåñêîëüêî ñõåì
èñêëþ÷åíèÿ. Äåéñòâóÿ "êàê ïîïàëî", ïðèõîäèì ê èñ÷åðïàíèþ âû÷èñëèòå-
ëüíûõ ðåñóðñîâ.
Îïèñûâàåìàÿ íèæå ñõåìà îêàçàëàñü âûïîëíèìîé è, ñëåäîâàòåëüíî, îò-
íîñèòåëüíî ýêîíîìíîé, íî âñå æå äàëåêî âûõîäèò çà ïðåäåëû âîçìîæíîñ-
òåé ðó÷íîãî ñ÷åòà.
Øàã 1. Èñêëþ÷àåì λ, âû÷èñëÿÿ ðåçóëüòàíòû ëèíåéíûõ ïî λ óðàâíåíèé
Resx =
def
Resultantλ(R, Rˆx),
è àíàëîãè÷íî Resy, Resz, Resu. åçóëüòàíòû àêòîðèçóþòñÿ, íàïðèìåð,
Resx = −4 (t2 − 1) (y + z)2 (x+ 1) R˜esx,
ãäå R˜esx  ìíîãî÷ëåí îò x, y, z, t ñ 92 ÷ëåíàìè.
19
Çàìå÷àíèå. Íà ïîñëåäóþùèõ øàãàõ íàì ìíîãîêðàòíî áóäóò âñòðå÷àòüñÿ
àêòîðèçàöèè, â êîòîðûõ íåêîòîðûå ìíîæèòåëè íå îáðàùàþòñÿ â 0 íà
ìíîæåñòâå Q. Íàïðèìåð, òàêîâû òðè ìíîæèòåëÿ â îðìóëå äëÿ Resx
âûøå; äðóãèå ïðèìåðû: x, t ± 1, z2 − 2tzy + y2. Òàêèå ìíîæèòåëè
áóäåì íàçûâàòü òðèâèàëüíûìè. Íåêîòîðûå ìíîæèòåëè, íàïðèìåð, y − 1,
x+1− y− z, y−xz, íå îòíîñÿòñÿ ê òðèâèàëüíûì, íî ïðèâîäÿò ê ïðîñòûì
îòâåòâëåíèÿì îò îñíîâíîé ëèíèè. Ìû ðàññìàòðèâàåì ñîîòâåòñòâóþùèå
âàðèàíòû â ëåììàõ ïîñëå çàâåðøåíèÿ íàèáîëåå òðóäíîé ÷àñòè äîêàçàòåëü-
ñòâà. Â òåêñòå ìû íàçûâàåì òàêèå ìíîæèòåëè ïðîñòûìè (ïî àíãëèéñêè 
"simple", íî íå "prime").
Øàã 2. Èñêëþ÷àåì t. Ôàêòîðèçàöèÿ ðåçóëüòàíòà ìíîãî÷ëåíîâ R˜esx è
R˜esy ñîäåðæèò, ïîìèìî òðèâèàëüíûõ ìíîæèòåëåé, ïðîñòûå ìíîæèòåëè
z − xy, y − xz, x− yz, x− y − z + 1, (5.9)
è îäèí "áîëüøîé"ìíîæèòåëü ñòåïåíè 6 ñ 18 ÷ëåíàìè, êîòîðûé îáîçíà÷èì
Resxy(x, y, z). Àíàëîãè÷íî, àêòîðèçàöèÿ ðåçóëüòàíòà R˜esy è R˜esu îòíî-
ñèòåëüíî t ïðèâîäèò ê òåì æå ïðîñòûì ìíîæèòåëÿì è áîëüøîìó ìíîæè-
òåëþ Resyu(x, y, z). Ìåæäó êîýèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíîâ Resxy è Resyu
èìååòñÿ î÷åâèäíîå ñîîòâåòñòâèå, îòâå÷àþùåå ñèììåòðèè èñõîäíîé çàäà÷è
îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè x→ y → u→ z → x, t→ −t.
Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ áîëüøèå ìíîæèòåëè Resuz è Reszx ðåçóëü-
òàíòîâ (îòíîñèòåëüíî t) ïàð (R˜esu, R˜esx) è (R˜esx, R˜esx).
Øàã 3 (ðåøàþùèé). Èìåþò ìåñòî àêòîðèçàöèè (íàéäåíû ìåòîäîì ïðîá
ñ ïîìîùüþ Maple).
z Resxy + y Reszx = (y − z)(y + z)P (1)4 (x, y, z),
y Resuz − z Resyu = x(y − z)(y + z)P (2)4 (x, y, z),
P
(1)
4 + P
(2)
4 = (x− 1)(x+ 1)(3x2 − 2x+ 3 + y2 + 10yz + z2).
Ïîñëåäíèé ìíîæèòåëü  ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ îð-
ìà. Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ ðàññìîòðåòü "ïðîñòûå"ñëó÷àè, êîãäà îáðàùà-
åòñÿ â 0 ëèáî îäèí èç ïðîñòûõ ìíîæèòåëåé (5.9), ëèáî y − z, ëèáî x− 1.
Ñëó÷àé x− y − z + 1 = 0. Èìååì
R˜esy[z = x+1− y] = −4(y− 1)(y2+2yt+1)(x+1)2(x− y)(x2− 2xyt+ y2).
Ñëåäîâàòåëüíî ëèáî y = 1, x = z, ëèáî x = y, z = 1. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ
Cycl = xu− yz = 0. Íî ðàâåíñòâî F = Fz = 0 íåâîçìîæíî íà ìíîæåñòâå
C (ñì. äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 5.2).
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Ñëó÷àé x = yz. Àíàëîãè÷íî, èç àêòîðèçàöèè
R˜esx[x = yz] = 2(yz + 1) y
2(y2 − 1)(y2 + 2ty + 1) z2(z2 − 1)(z2 − 2tz + 1)
íàõîäèì, ÷òî ëèáî y = 1, x = z, ëèáî z = 1, x = y, ò.å. Cycl = 0, è
çàêëþ÷åíèå êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå.
Ñëó÷àé y = xz (Ñëó÷àé y = xz ñèììåòðè÷åí.) Èìååì àêòîðèçàöèè
R˜esx[z = xy] = x
2(x2 − 1) (y2 − 1)(y2 + 2ty + 1)P5(x, y, t),
R˜esu[z = xy] = −x(x2 − 1) (y2 − 1)(y2 + 2ty + 1)P6(x, y, t),
ãäå
P5(x, y, t) = x + x
2 + y2 + y4 + x2y2 − xy4 − 4xy3t,
P6(x, y, t) = 1 + x+ y
2 − xy4 + x2y2 + x2y4 − 4xy3t.
Äàëåå,
P6 − P5 = (x2 − 1)(y2 − 1)(y2 + 1).
Ïîìèìî ïîäñëó÷àåâ, âåäóùèõ ê ðàâåíñòâó Cycl = 0 íåìåäëåííî, îñòàåòñÿ
òîëüêî ñëó÷àé x = 1, y = z. Ïðè ýòîì a = c, b = d, è ÷åòûðåõóãîëüíèê
ABCD  ïàðàëëåëîãðàì. Âûðàæåíèå C3 óïðîùàåòñÿ: C3 = 2(abp− abq).
Ïîëó÷àåì p = q, îòêóäà x = y = z = u, ò.å. ñíîâà Cycl = 0.
Ýòèì çàêàí÷èâàåòñÿ ðàçáîð âñåõ ñëó÷àåâ è äîêàçàòåëüñòâî íåñóùåñòâî-
âàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (5.7), à, çíà÷èò, è ñèñòåìû (3.4).
 6. Íåñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèé ñèñòåìû (3.2) âáëèçè
ãðàíèöû ìíîæåñòâà Q1
6.1. Ñòðàòèèêàöèÿ ãðàíèöû
èïîòåòè÷åñêè, ìíîæåñòâî M (ñì. ñ. 11) ìîæåò èìåòü ïðåäåëüíûå òî÷êè
íà ãðàíèöå ìíîæåñòâà Q1. àññìîòðèì ñòðàòèèêàöèþ ãðàíèöû (ðàçáèå-
íèå åå íà ìíîæåñòâà ðàçíûõ ðàçìåðíîñòåé, îòêðûòûå â ñîîòâåòñòâóþùèõ
êîîðäèíàòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ). ðàíè êîðàçìåðíîñòè k = 1, . . . , 4 ñî-
îòâåòñòâóþò îáðàùåíèþ ðîâíî k èç íåðàâåíñòâ (2.2) â ðàâåíñòâà. (Âñå 5
íåðàâåíñòâ íå ìîãóò îäíîâðåìåííî îáðàòèòüñÿ â ðàâåíñòâà â ñèëó óñëîâèÿ
(3.3).)
Ââåäåì òåðìèíîëîãèþ, êîòîðàÿ ïîìîæåò íàì êîìïàêòíî îïèñàòü ìíîãî-
÷èñëåííûå ñëó÷àè. Ïóñòü V  íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî 5-ýëåìåíòíîãî ìíî-
æåñòâà ïåðåìåííûõ x, y, z, u, t. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èìååò ìåñòî ñëó÷àé
V , åñëè ìíîæåñòâîM èìååò ïðåäåëüíóþ òî÷êó íà ãðàíè, ãäå íåðàâåíñòâà
(2.2) äëÿ ïåðåìåííûõ èç V îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà.
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Íàïðèìåð, èìååò ìåñòî ñëó÷àé (x), åñëè ó ñèñòåìû (3.2) åñòü ñåìåéñòâî
ðåøåíèé, äëÿ êîòîðîãî x→ 0, à y, z, u íå ñòðåìÿòñÿ ê 0 è t 6→ ±1.
Ïåðå÷èñëèì ñëó÷àè, êîòîðûå íóæíî ðàññìîòðåòü è èñêëþ÷èòü, ÷òîáû
äîêàçàòü Òåîðåìó 2.
1) Ñëó÷àè êîðàçìåðíîñòè 1: (x), (y), (z) è (u). Ñëó÷àé (z) óæå èñêëþ÷åí
Ïðåäëîæåíèåì 4.2. Îñòàëüíûå ñëó÷àè íåâîçìîæíû ïî ñèììåòðèè, ò.ê.
óðàâíåíèå Fz = 0 íå èñïîëüçóåòñÿ â Ïðåäëîæåíèè 4.2.
2) Ñëó÷àé (t) êîðàçìåðíîñòè 1. Îí èñêëþ÷àåòñÿ Ïðåäëîæåíèåì 6.1.
3) Ñëó÷àè (xu), (zy) è èõ âûðîæäåíèÿ (xut), (zyt) ïîêðûâàþòñÿ Ëåììîé
6.2.
4) Ñëó÷àé (xy) èñêëþ÷àåòñÿ Ïðåäëîæåíèåì 6.3. Ïî ñèììåòðèè, òàêæå
èñêëþ÷àåòñÿ ñëó÷àé (uy).
5) Ñëó÷àé (xz) è ñèììåòðè÷íûé (uz) èñêëþ÷àþòñÿ Ïðåäëîæåíèåì 6.4.
6) Ñëó÷àè êîðàçìåðíîñòè 2, êîãäà îäíà èç ïåðåìåííûõ  t, íàïðèìåð, (xt),
 îõâàòûâàþòñÿ Ïðåäëîæåíèåì 6.5.
7) Ñëó÷àè êîðàçìåðíîñòè 3 ñ òðåìÿ äëèíàìè: (xyz), (yzu), (zux) è (uxy)
 èñêëþ÷àþòñÿ Ëåììîé 6.6. Îêàçûâàþòñÿ îõâà÷åííûìè è èõ âûðîæäåíèÿ
êîðàçìåðíîñòè 4: (xyzt) è ò.ä.
8) (xyt) è ñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé (uyt).
9) (xzt) è ñèììåòðè÷íûé ñëó÷àé (uzt). Ïîñëåäíèå äâà ñëó÷àÿ îñòàâëåíû
çà ðàìêàìè íàñòîÿùåé ðàáîòû. Èõ àíàëèç ïðåäñòàâëÿåò ñàìîñòîÿòåëüíûé
èíòåðåñ ñ òî÷êè çðåíèÿ òåõíèêè, èçëîæåííîé â [2, ãë. 2℄. Â ýòèõ ñëó÷àÿõ
ðàçðåøåíèå îñîáåííîñòè òðåáóåò íåñêîëüêèõ èòåðàöèé. Çäåñü ìû îãðàíè-
÷èâàåìñÿ îðìóëèðîâêîé íóæíûõ ðåçóëüòàòîâ (Ïðåäëîæåíèå 6.7).
6.2. Ñëó÷àé (t) (ñêëàäûâàþùèéñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèê)
Ïðåäëîæåíèå 6.1. Ñëó÷àé (t) íåâîçìîæåí.
Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî t →
1−. Èç (4.1) ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî limt→1 F = 0 íåâîçìîæíî, åñëè
lim(x − y)(u − z) > 0. Èìååòñÿ â âèäó ïðåäåë âäîëü íåêîòîðîé êðèâîé
〈x(t), y(t), z(t), u(t), t〉, t → 1−. Â äàëüíåéøåì èç îñòàâøèõñÿ äâóõ âîç-
ìîæíûõ êîìáèíàöèé çíàêîâ çàèêñèðóåì òàêóþ:
lim(y − x) ≥ 0, lim(u− z) ≥ 0. (6.1)
Ïðîòèâîïîëîæíûé âûáîð âåäåò ê ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íûì âû÷èñëåíèÿì.
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àññìîòðèì òåïåðü 2 ñëó÷àÿ:
À) Ïðåäåëû (6.1) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû;
Á) Õîòÿ áû îäèí èç ýòèõ ïðåäåëîâ ðàâåí 0.
Ñëó÷àé À. Åñëè ïðåäåëû (6.1) ïîëîæèòåëüíû, òî ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ
ïîðÿäêà τ èìååì
a ∼ (y − x) + xy
y − xτ, b ∼ (u+ y)−
uy
u + y
τ,
c ∼ (u− z) + uz
u− zτ, d ∼ (z + x)−
zx
z + x
τ.
(6.2)
Îòñþäà íàõîäèì àñèìïòîòèêó ïðè τ → 0:
F · abcd = τ (y + z)(x+ y)(xu− yz)P3(x, y, z, u) + O(τ 2),
ãäå
P3 = ux
2 + yz2 + 3yzx+ 3zux− xu2 − zy2 − 3uyz − 3uyx.
Ìíîãî÷ëåí P3 èìååò ñòåïåíü 2 ïî ïåðåìåííîé x. Êîýèöèåíò ïðè x
2
ðàâåí u > 0, è P3[x = 0] = yz(z−y−3u) < 0, P3[x = y] = y(z−u) (u+
2y+z) < 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî P3 = 0 íåñîâìåñòíî ñ íåðàâåíñòâàìè
(6.1). Îñòàåòñÿ âîçìîæíîñòü îáðàùåíèÿ F â 0 ïðè τ > 0 â ñëó÷àå xu−yz →
0. Ýòà âîçìîæíîñòü ðåàëèçóåòñÿ  ñð. óñëîâèå (0.1). Ïîêàæåì, îäíàêî, ÷òî
ïðè ýòîì Fz 6= 0.
Ïîäñòàâëÿÿ (6.2) â Fz, íàõîäèì àñèìïòîòèêó ïðè τ → 0:
Fz · (abcd) ∼ −τ (x+ u)P7(x, y, z, u),
Ìíîãî÷ëåí P7 îäíîðîäåí; ïîäñòàíîâêà u = 1 è x = yz ïðèâîäèò ê ìíîãî-
÷ëåíó, êîòîðûé àêòîðèçóåòñÿ:
P7(yz, y, z, 1) = 4 [y(y + 1)z(z − 1)]2 (y + z).
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå lim(z − 1) = lim(z − u) < 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
Fz 6= 0 ïðè ìàëûõ τ > 0.
Ñëó÷àé Á. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî z − u→ 0. Ïåðåêëþ÷àÿñü íà ðàññìîòðåíèå
ìíîãî÷ëåíà T (ñì .ï. 5.2) âìåñòî F , èìååì ïðîñòóþ àêòîðèçàöèþ:
T [z = u, t = 1] = u (x− y)3 (x+ y + 2u). (6.3)
Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìî òàêæå x−y → 0. (Ìîæíî áûëî ïðåäïîëîæèòü
ïîñëåäíåå óñëîâèå è âûâåñòè ïåðâîå). Èòàê, èìååì 3 ìàëûõ ïàðàìåòðà:
τ = 1− t, v = y − x, s = u− z
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Çàìåòèì, ÷òî òåïåðü ìû íå èìååì ïðàâà ñ÷èòàòü, ÷òî v è s ïîëîæèòåëüíû.
Ýòîò ñëó÷àé ñèëüíî âûðîæäåí è òðóäåí. Äëÿ åãî àíàëèçà ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü êàê ïàðó óðàâíåíèé F = Fz = 0, òàê è ïàðó óðàâíåíèé
T = Tz = 0  ñì. Ëåììó 5.2.
1◦. Îáðàòèìñÿ ñíà÷àëà ê âåëè÷èíå F = C3. Çàïèøåì
C3 = Aa+ Cc, A = bp− dq, C = dp− bq, (6.4)
è âû÷èñëèì àñèìïòîòèêó êîýèöèåíòîâ A è C. Â äàííîì ñëó÷àå
b = (u+ y)− uy
u+ y
τ +O(τ 2), d = (x+ z)− xz
x+ z
τ + O(τ 2). (6.5)
Îáîçíà÷àÿ
ξ = |s|+ |v|
è ïîäñòàâëÿÿ àñèìïòîòèêè (6.5) â âûðàæåíèÿ äëÿ A è C, íàõîäèì
A = 2(x+u)s+O(τξ)+O(τ 2), C = −2(x+u)v+O(τξ)+O(τ 2). (6.6)
Â äåéñòâèòåëüíîñòè ÷ëåíû, ñîäåðæàùèå íåêîòîðóþ ñòåïåíü τ áåç ìíîæè-
òåëåé s èëè v, îòñóòñòâóþò, íî ìû äîêàæåì ýòîò àêò íå äëÿ âåëè÷èí A
è C â îòäåëüíîñòè, à äëÿ óðàâíåíèÿ Aa+Cc = 0. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîñòî:
ïðè v = s = 0 èìååì C3 = 0 (ãåîìåòðè÷åñêè  ýòî ñëó÷àé ðàâíîáî÷íîé
òðàïåöèè).
Âîçâîäÿ óðàâíåíèå Aa = −Cc â êâàäðàò è èñïîëüçóÿ îðìóëû
a2 = v2 + 2xyτ, c2 = s2 + 2uzτ, (6.7)
ïîëó÷àåì ïîñëå ñîêðàùåíèé
x2s2 − u2v2 = O(ξ2(ξ + τ)).
Ñëåäîâàòåëüíî, s ∼ ±(u/x)v. Âîçâðàùàÿñü ê óðàâíåíèþ Aa = −Cc,
îïðåäåëÿåì, ÷òî åìó óäîâëåòâîðÿåò òîëüêî âåòâü ñî çíàêîì +. (Ïîëó÷åí-
íûé ðåçóëüòàò ìîæíî áûëî îæèäàòü  îí ñîãëàñóåòñÿ ñ óñëîâèåì (2.8).)
2◦. Òåïåðü îáðàòèìñÿ ê óðàâíåíèþ ∂zC3 = 0. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ
c ∂zc = z − ut è d/dz = −d/ds è íåçàâèñèìîñòü a îò z, âûâîäèì èç
(6.4):
c ∂zC3 = X + acY,
ãäå
X = −c2 ∂sC + (z − ut)C, Y = ∂sA.
Èç (6.6) âèäíî, ÷òî limY = 2(x+ u) > 0, à èç (6.7) ñëåäóåò, ÷òî
ac > onst τ. (6.8)
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Ñëåäîâàòåëüíî, τ = O(ac Y ). Îáðàòèìñÿ ê êîýèöèåíòó X. Ïîñêîëüêó
∂sC = O(ξ), ïåðâîå ñëàãàåìîå â X åñòü O(ξ
3 + ξτ). Âòîðîå ñëàãàåìîå
(z − ut)C = (−s+ uτ)C = 2(x+ u)vs+O(ξ3 + ξτ).
Òàêèì îáðàçîì, íà àñèìïòîòè÷åñêîì ðåøåíèè óðàâíåíèÿ X + acY = 0
äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ îöåíêà
τ = O(X) = O(ξ2).
Ýòó îöåíêó ìîæíî óñèëèòü, ïîñêîëüêó íåðàâåíñòâî (6.8) ñëèøêîì ãðóáîå.
Â ñèëó ðåçóëüòàòà ï.1◦, ξ2 è vs èìåþò îäèíàêîâûé àñèìïòîòè÷åñêèé
ïîðÿäîê. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî lim τ/ξ2 > 0, òî ïîëó÷èì
lim
ac Y
vs
> 2(x+ u) = lim
X
vs
,
ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, τ = o(ξ2).
3◦. Óêîðî÷åíèå óðàâíåíèÿ T = 0 ïðè ìàëûõ s, v, τ èìååò âèä
T ∼ 4(x+ u)2 (s− v)(s+ v)(sx+ v) + O(τξ + ξ4).
Ïåðâîå ñëàãàåìîå äîìèíèðóåò, è ìû çíàåì, ÷òî sx/vu→ 1. Ñëåäîâàòåëüíî,
íà àñèìïòîòè÷åñêîì ðåøåíèè x/u→ 1.
4◦. Îáðàòèìñÿ, íàêîíåö, ê óðàâíåíèþ Tz = 0 è íàéäåì åãî óêîðî÷åíèå ïðè
s, v, → 0 , w = x− u→ 0 è τ = o(s2):
Tz ∼ −16(s+ v)(3s− v) + o(ξ2).
àâåíñòâî Tz = 0 íåñîâìåñòíî ñ âûâåäåííûì â 3
◦
óñëîâèåì s/v → 1.
Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò íåâîçìîæíîñòü Ñëó÷àÿ Á. 
6.3. Îñòàâøèåñÿ ïðåäåëüíûå ñëó÷àè
Ëåììà 6.2. (Î ñïëþùèâàþùåìñÿ ÷åòûðåõóãîëüíèêå). Ñëó÷àè (xu), (zy)
è èõ âûðîæäåíèÿ (xut), (zyt) íåâîçìîæíû. Áîëåå òîãî, îäíî ëèøü óðàâ-
íåíèå F = 0 íå èìååò ñåìåéñòâ ðåøåíèé, âûõîäÿùèõ íà ñîîòâåòñòâó-
þùèå ãðàíè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî x→ 0, u→ 0, à z è y íå ìàëû. Òîãäà
a, b→ y, c, d→ z, p→ 0. Ñëåäîâàòåëüíî, F → −2yz(y + z) 6= 0. 
Ïðåäëîæåíèå 6.3. (Âûðîæäåíèå ÷åòûðåõóãîëüíèêà â òðåóãîëüíèê  I)
Ñëó÷àé (xy) íåâîçìîæåí.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè x→ 0, y → 0 èìååì
a = O(x + y), b = u+ yt +O(y2), c = onst, d = z + xt+O(x2).
Îòñþäà íàõîäèì àñèìïòîòèêè
F = xα+ yβ + aγ + O(x2 + y2),
Fz = xα˜+ yβ˜ + aγ˜ + O(x
2 + y2),
(6.9)
ñ êîýèöèåíòàìè
α = c(ut+ z), α˜ = z(z2 − u2t2 + c2),
β = −c(u+ zt), β˜ = (1− t)z3 + (1 + t)(u− z)uz,
γ = u2 − z2, γ˜ = −2z2c.
(6.10)
Íàéäåì ïðåäåëüíûé êîýèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè x è y, èñêëþ÷àÿ
a èç ñèñòåìû (6.9). Ïîëó÷àåì
x
y
∼ β˜γ − βγ˜
αγ˜ − α˜γ =
z
u
3u2 + z2
3z2 + u2
=: s∗.
(Â õîäå âûêëàäîê èñïîëüçîâàëè âûðàæåíèå c2 ÷åðåç u, z, t, ñì. (2.3).)
Çàâåðøèì äîêàçàòåëüñòâî Ïðåäëîæåíèÿ, ïîêàçàâ, ÷òî óêîðî÷åíèå âòî-
ðîãî èç óðàâíåíèé (6.9) íå èìååò ðåøåíèé ñ x/y = s∗. Èçáàâëÿÿñü â ýòîì
óðàâíåíèè îò èððàöèîíàëüíîñòè a = (x2 + y2 − 2xyt)1/2, ïîëó÷àåì êâàä-
ðàòè÷íóþ îðìó
(α˜2 − γ˜2) x2 + (β˜2 − γ˜2) y2 + (2α˜β˜ + 2tγ˜2)xy = 0.
Ïîäñòàâëÿÿ êîýèöèåíòû èç (6.10) è ïîëàãàÿ u = 1, y = 1, x = s∗
(âûðàæåíèÿ îäíîðîäíû!), ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí îò z ñ ïàðàìåòðîì t, äîïóñ-
êàþùèé àêòîðèçàöèþ
z4 (z2 − 2tz + 1) (3z2 − 2tz + 3).
Îí íå èìååò ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé, åñëè |t| < 1. 
Ïðåäëîæåíèå 6.4. (Âûðîæäåíèå ÷åòûðåõóãîëüíèêà â òðåóãîëüíèê  II)
Ñëó÷àé (xz) íåâîçìîæåí.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó. Â êîíöå íàäî
áóäåò ðàçîáðàòü îäèí áîëåå òîíêèé ñëó÷àé.
Ïðè x→ 0, z → 0 èìååì
a = y−xt+O(x2), b = onst, c = u− zt+O(z2). d = O(x+ z).
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Àíàëîãè÷íî (6.11), íàõîäèì
F = xα+ zβ + dγ + O(x2 + z2),
Fz = xα˜+ zβ˜ + dγ˜ + O(x
2 + z2),
(6.11)
ñ êîýèöèåíòàìè
α = b(y − ut), α˜ = ut(u2 − y2),
β = −b(u− yt), β˜ = u(u2 − y2),
γ = u2 − y2, γ˜ = bu(ty − u).
(6.12)
Ïðåäåëüíûé êîýèöèåíò ïðîïîðöèîíàëüíîñòè x è z ðàâåí
s∗ =
y
u
3u2 − 2tuy − y2
y2 − 2tuy + u2 .
àññìàòðèâàÿ êâàäðàòè÷íóþ îðìó, ñîîòâåòñòâóþùóþ ïåðâîìó èç óðàâ-
íåíèé (6.11), ïîëó÷èì ïîñëå óïðîùåíèé è ïîäñòàíîâîê u = 1 , x = s∗z
ïðåäåëüíîå óðàâíåíèå äëÿ z è t
4(t2 − 1) y2(y2 − 1)2 (y2 + 2ty − 3) = 0.
Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ âîçìîæíîñòü ñóùåñòâîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ, íà êîòîðîì
y2 + 2ty − 3→ 0. (6.13)
àññìîòðåíèå êâàäðàòè÷íîé îðìû, ñîîòâåòñòâóþùåé âòîðîìó óðàâíå-
íèþ â (6.11) òàêæå íå èñêëþ÷àåò ýòîò ñëó÷àé. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
s∗ = 0, ò.å. x = o(z). Ñëåäîâàòåëüíî, d = z + o(z). Ïîëó÷àåì (ñ u = 1)
F = z ((1− b) + bty − y2) + o(z). (6.14)
Óñëîâèå (6.13) âëå÷åò b→ 2. Êîýèöèåíò ïðè z â (6.14) â ïðåäåëå ðàâåí
−y2 + 2ty − 1 < 0. Ýòèì âîçìîæíîñòü (6.13) èñêëþ÷àåòñÿ. 
Ïðåäëîæåíèå 6.5. Ñëó÷àè (xt), (ut), (yt), (zt) íåâîçìîæíû.
Äîêàçàòåëüñòâî. àññìîòðèì ïåðâûé èç äâóõ ïîäñëó÷àåâ ñëó÷àÿ (xt):
x → 0, t → +1. Âíà÷àëå, ñëåäóÿ äîêàçàòåëüñòâó Ïðåäëîæåíèÿ 6.1, ïî-
ëó÷èì (ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî y > x)
lim(u− z) ≥ 0. (6.15)
àññìîòðèì óðàâíåíèå T = 0. Ïðè t = 1, x = 0 îíî àêòîðèçóåòñÿ:
T [t = 1, x = 0] = −yz(3u+ y − z)(u+ y − z)(−u+ y + z)(u+ y + z) = 0.
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Ââèäó (6.15), àêòîðû (3u + y − z) è (u + y − z) íå ìîãóò â ïðåäåëå
îáðàùàòüñÿ â 0, ïîñêîëüêó y îãðàíè÷åíî ñíèçó. Îñòàåòñÿ åäèíñòâåííàÿ
âîçìîæíîñòü
lim(y + z − u) = 0.
Îäíàêî
Tz[t = 1, x = 0, u = y + z] = −8y2z(y + z)(2y + z) 6= 0.
Ïîäñëó÷àé t→ −1 ïðèâîäèò ê àêòîðèçàöèè
T [t = −1, x = 0] = −yz(−3u+ y− z)(−u+ y− z)(−u+ y+ z)(u+ y+ z),
îòêóäà ñíîâà ñëåäóåò, ÷òî íà ïðåäåëüíîì ñåìåéñòâå u− y → z. Íî
Tz[t = −1, x = 0, u = y + z] = −8yz2(y + 2z)(y + z) 6= 0.
Ñëó÷àé (ut) íå òðåáóåò îòäåëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà ââèäó ñèììåòðèè x↔
u, t↔ 1− t. Îñòàëüíûå ñëó÷àè, îïèñàííûå â Ïðåäëîæåíèè, äîêàçûâàþòñÿ
àíàëîãè÷íî. Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå àêòîðèçàöèè.
Ñëó÷àé y → 0, t→ 1.
T [y = 0, t = 1] = xu(u+ x− z)(−u+ x + z)(u+ x+ z)(−u+ x+ 3z),
Tz[y = 0, t = 1, z = x+ u] = −8x2u(u+ x)(2x+ u) 6= 0.
(6.16)
Ñëó÷àé z → 0, t→ 1.
T [y = 0, t = 1] = xu(u+ y − x)(x+ u− y)(u+ x+ y)(−u+ x+ 3y),
Tz[y = 0, t = 1, z = x+ u] = −8x2u(u+ x)(2x+ u) 6= 0.
(6.17)
Ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî. 
Ëåììà 6.6. Ïåðâîå óêîðî÷åíèå ìíîãî÷ëåíà T ïðè u = 1, x, y, z → 0,
åñòü
T (x, y, z, 1, t) ∼ x+ 3yz.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðÿìàÿ ïðîâåðêà. 
Ñëåäñòâèå. Ñëó÷àé V, êîãäà ìíîæåñòâî V ñîäåðæèò òðè èç ÷åòûðåõ
ïàðàìåòðîâ x, y, z, u, íåâîçìîæåí.
Ïðåäëîæåíèå 6.7. Ñèñòåìà (3.2) íå èìååò ñåìåéñòâ ðåøåíèé ñ àñèì-
ïòîòèêàìè t→ ±1, ξ, η → 0, ãäå ξ, η  äâà èç ÷åòûðåõ ïàðàìåòðîâ x,
y, z, u.
Ýòî ïðåäëîæåíèå â íàñòîÿùåé ðàáîòå íå äîêàçûâàåòñÿ.
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Ïðèëîæåíèå. Íóëè óíêöèè C3 äëÿ íåâûïóêëûõ ñèììåòðè÷íûõ
÷åòûðåõóãîëüíèêîâ ñ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè äèàãîíàëÿìè
Ôèêñèðóåì ìàñøòàá: z = 1. Ïîëíàÿ ñèñòåìà îãðàíè÷åíèé åñòü
u = x, t = 0, z = 1. (A.1)
Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ
C3 = 2x(a
2 + d2)− 2(y + 1)ad,
è ðàöèîíàëèçîâàííîå âûðàæåíèå R (5.3) àêòîðèçóåòñÿ
R = C3 · (x(a2 + d2) + (y + 1)ad) = 2(x2 − y)P4(x, y),
P4(x, y) = (3x
2 + 4x4) + (1 + 2x2)y + (2 + 3x2)y2 + y3.
Ïðè −1 < y < 0 ðàöèîíàëèçóþùèé ìíîæèòåëü ïîëîæèòåëåí, ïîýòîìó
ìíîæåñòâà íóëåé óíêöèè C3|(A.1) è ìíîãî÷ëåíà P4(x, z) ïðè óñëîâèè
−1 < y < 0 ñîâïàäàþò. åøåíèå ñ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì x íàõîäèòñÿ
èç ñèñòåìû óðàâíåíèé
P (x, z) = 0, ∂zP = (3z + 1)(z − 2x2 − 1) = 0.
åøåíèå ñ ïîëîæèòåëüíûì x åäèíñòâåííî:
z = −1/3, x = 1
3
√
2
√
3− 3 ≈ 0.227083.
Ïðè ýòîì
a = b ≈ 1.025459, c = d ≈ 0.403334, p ≈ 0.454167, q ≈ 0.66667.
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